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Реферат

Выпускная квалификационная работа бакалавра: 33 c., 21 рисунок, 13 источников, 3 при-

ложения.

ТЯЖЕЛЫЕ КВАРКОНИИ, ЧАРМОНИЙ, ПАРТОННАЯМОДЕЛЬ, КВАНТОВАЯ ХРОМО-

ДИНАМИКА, МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО, CUBA, SPD NICA, ПАРТОННЫЕ ФУНКЦИИ РАС-

ПРЕДЕЛЕНИЯ.

Целью данной работы является теоретическое предсказание дифференциальных сечений

и корелляций в ассоциативном рождении J/ψ-мезонов и фотонов при энергии столкновения
√
s = 27 ГэВ, с учетом процессов дающих наибольший вклад в сечение рождения.

В первой главе представлен краткий обзор квантовой хромодинамики, описание частиц ме-

зонов и чармониев.

Во второй главе рассмотрены используемые для расчетов модели: коллинеарная партонная

модель, обобщенная партонная модель, модель цветовых синглетов.

В третьей главе приведены выводы аналитических формул кинематики для процессов 2 → 1

и 2 → 2, выписаны кинематические инварианты Мандельштама для процесса 2 → 2, указан

численный метод расчета многомерных интегралов.

В четвертой главе приведено численное подтверждение асимптотической сходимости обоб-

щенной партонной модели к коллинеарной партонной модели. Рассчитано распределение со-

бытий по поперечному импульсу фотона и на основе этого делается вывод, что фотоны рожден-

ные от распада P-волновых состояний, не регистрируются. Выделены основные процессы, даю-

щие существенный вклад в сечение ассоциативного рождения J/ψ + γ. Приведены результаты

расчетов дифференциальных сечений по поперечным импульсам, быстротам и инвариантной

J/ψ-мезонов и фотонов, а также приведены результаты расчета корреляций по разности быст-

рот, азимутальных углов и по полному поперечному импульсу. Приведены результаты расчета

вариации по феноменологическому параметру обобщенной партонной модели ⟨q2T ⟩.
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Введение

Предсказания процессов на основе квантовых теорий полей и в частности квантовой хромоди-

намики (КХД) всегда были важны для подтверждения теорий и уточнения областей теории,

которые не удалось полностью описать аналитически из первопринципов. Сравнение теоре-

тических предсказаний с экспериментальными данными позволяет вычислять различные фе-

номенологические параметры теорий и распределения, например партонные функции распре-

деления. В данной работе, проводится теоретическое предсказание ассоциативного рождения

J/ψ-мезонов и фотонов γ при энергии (
√
s = 27 ГэВ) будущего эксперимента коллаборации

SPD NICA. В эксперименте планируется проводить столкновение пучков протонов при мак-

симальной энергии
√
s = 27 ГэВ. Для теоретического расчета важно учесть кинематические

экспериментальные ограничения установки |yJ/ψ,γ| < 3, 0 < qTJ/ψ < 6, 2 < qTγ < 6.

Цели работы:

• Теоретическое предсказание дифференциальных сечений по поперечнымимпульсам (qTJ/ψ,

qTγ), быстротам (yJ/ψ, yγ) и инвариантной массе (M = (qJ/ψ + qγ)
2) J/ψ-мезонов и фото-

нов.

• Изучение корреляций по разности быстрот, азимутальных углов и по полному попереч-

ному импульсу J/ψ-мезонов и фотонов.

• Получение теоретической погрешности, связанной с неопределенностью жесткого мас-

штаба (вариация жесткого масштаба фактором 2).

• Исследование вариаций по феноменологическому параметру обобщенной партонной мо-

дели ⟨q2T ⟩.

Актуальность работы:

• Теоретические предсказания необходимы для подтверждения используемых моделей (мо-

дели цветовых синглетов, коллинеарной и обобщенной партонных моделей), на основе

будущих экспериментальных данных.

• Уточнение обобщенных партонных функций распределений, путем уточнения феномено-

логического коэффициента ⟨q2T ⟩ на основании исследований корреляций, приближает нас

к лучшему понимаю структуры адронов, а также к более точному описанию непертурба-

тивных процессов КХД.
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Научная новизна:

• Теоретические предсказания ассоциативного рождения J/ψ-мезонов и фотонов выполня-

ется впервые для будущего эксперимента коллаборации SPD NICA при энергии
√
s = 27

ГэВ.

1 Введение в теорию КХД и тяжелых кваркониев

1.1 Квантовая хромодинамика

Квантовая хромодинамика (КХД) - неабелева теория поля с группой симметрии SU(3). Части-

цы теории называются кварками и глюонами. Кварки являются составными частями адронов

(протонов, нейтронов, мезонов). В сравнении с квантовой электродинамикой, аналогично заря-

ду электрическому, в КХД существует параметр, называемый цветовым зарядом. Между части-

цами, имеющими цвет происходит сильное взаимодействие, переносчиками которого являются

глюоны. За время существования КХД было получено много экспериментальных подтвержде-

ний этой теории. [1]

КХД обладает несколькими характерными свойствами:

• Проблема конфаймента. Это свойство аналитически не доказанно, но существует большое

количество подтвержденных экспериментально следствий. Сила взаимодействия двух цвет-

ных зарядов при их разделении постоянна, энергия взаимодействия возрастает до тех пор,

пока спонтанно не образуется пара cc̄. Исходный адрон становится парой адронов и сво-

бодный цветовой заряд не появляется [2]. Таким образом, невозможно наблюдать свобод-

ный цветовой заряд.

• Асимптотическая свобода. Сила взаимодействия между кварками и глюонами уменьшает-

ся при уменьшении масштаба длинны и соответсвенно увеличении энергетического мас-

штба взаимодействия. Благодая чему, на малом масштабе длинны кварки ассимптотиче-

ски свободны. Свойство асимптотической свободы было открыто в 1973 году Дэвидом

Гроссом и Фрэнком Вильчеком [3] и в том же году Дэвидом Политцером [4].

Лагранжиан квантовой хромодинамики [5]:

L = −1

2
tr[GµνG

µν ] +
∑
k

q̄k(iγ
µ(∂µ − igAµ)−mk)qk
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Gµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ], Aµ =
8∑

a=1

Aaµ
λ

2
,

где qk - поле кварков с дополнительной степенью свободы ароматом (k = u, d, s, c, b, t),mk - мас-

сы кварков с ароматом k, λa - генераторы группы SU(3) с коммутатором [λa, λb] = 2i
8∑
c=1

fabcλc,

fabc - структурные константы, которые можно задать как:

f 123 = 1, f 458 = f 678 =

√
3

2
, f 147 = f 165 = f 246 = f 257 = f 345 = f 376 =

1

2

Тяжелыми кварками называют c, b, t кварки, так как их масса сильно превосходит массу лег-

ких кварков u, d, s.

Кварки участвуют в сильном взаимодействии, но также из-за наличия у кварков электро-

магнитного заряда кварки участвуют в электромагнитном взаимодействии в рамках квантовой

электродинамики.

В рамках пертурбативной КХД возможно разложение амплитуды вероятности перехода в

ряд по константе сильного взаимодействия αs. Применима также техника амплитуд Фейнмана.

Правила Фейнмана для КХД содержат 4 вершины, 2 пропагатора и внешние линии (Рис. 1).

1.2 Мезоны и тяжелые кварконии

Мезонами называют связанные состояния кварков (адроны), барионный заряд которых равен

нулю. Барионный заряд задается выражением B = (Nq − Nq̄)/3, где Nq, Nq̄ - количество квар-

ков и анти-кварков, составляющих адрон. Существование мезонов впервые было предсказано

японским физиком Юкавой в 1934 году в работе о взаимодействии нуклонов последствием ги-

потетических частиц - пионов π0 (π0-мезонов).

Тяжелыми кваркониями называют связанное состояние двух тяжелых кварков одного аро-

мата, так как результирующая частица должна быть бесцветной. В данной работе рассматрива-

ются различные состояния H(cc̄) связанных c-кварка и его анти-кварка (c̄). Частицы, которые

называют J/ψ, χc0, χc1, χc2, ψ(2S) - это всё различные состояния связанной пары cc̄. Подобно

обозначениям уровней водородоподобного атома для обозначения состояний H(cc̄) использу-

ют спектроскопическую нотацию n2s+1LJ . Так J/ψ в спектрографической записи будет 13S1-

состоянием, χcj[23Pj], ψ(2S)[23S1].
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Рис. 1: Правила Фейнмана в квантовой хромодинамике.

2 Используемые модели

2.1 Партонные функции распределения

Прежде чем говорить о партонной модели необходимо сказать о партонных функциях распреде-

ления, которые определяются как плотность вероятности нахождения партона в адроне с опре-

деленной долей xi продольного импульса адрона. Партонные функции распределения позволя-

ют описывать непертурбативные части процессов КЭД и КХД. Партонные функции распреде-

ления были введены в КЭД, как решения уравнений Грибова-Липатова, которые были записаны

в 1972 году. Позднее, в 1977 уравнения были обобщены на КХД Альтерелли и Паризи, одновре-

менно с ними это сделал Докшицер, так уравнения эволюции gпартонных функций при изме-

7



нении жесткого масштаба стали называть уравнения ДГЛАП (Докшицера-Грибова-Липатова-

Альтерелли-Паризи). В отличие от КЭД в КХД существует явление конфаймента, которое го-

ворит что партоны не могут наблюдаться как свободные частицы. Как следствие невозможно

поставить явные начальные условие для уравнений ДГЛАП, следовательно плотности парто-

нов не могут быть найдены явно. Но партонные функции распределения можно извлечь из экс-

периментальных данных, в которых рассматривались непертурбативные процессы. Например,

процессы глубоко неупругого рассеяния лептона на адронах. [6]

В данной работе в качестве коллинеарных партонных функций мы используем MSTW 2008

в лидирующем порядке теории возмущения. MSTW 2008 - это партонные функции распреде-

ления, которые были построены коллаборацией MSTW на основе партонных функций MRST и

данных коллабораций CCFR, NuTeV и Tevatron. [7]

Как известно в КХД константа связи αs зависит от масштаба. [5] Явную зависимость мож-

но найти решая уравнение ренормализационной группы разложением β-функции по степеням

константы связи:

αs(Q
2) =

4π

(11− 2
3
nf ) ln Q2

Λ2

,

где nf - количество ароматов кварков в теории, Λ - характерный масштаб КХД. Численное вы-

ражение предоставляется пакетом MSTW 2008.

Обобщенные партонные функции распределения - это обобщение коллинеарных партон-

ных функций распределения. Обобщенные функции получены путем представления распреде-

лений партонов как функций большего количества переменных, таких как поперечный импульс

и спин партона. В частности, в обобщенной партонной модели, приходится использовать пар-

тонные функции, с дополнительной переменной - поперечным импульсом начального партона.

Используемые нами в обобщенной партонной моделии обобщенные партонные функции были

получены одним из простых предположений о модификации коллинеарных партонных функ-

ций, а именно ”размазкой”распределением Гаусса:

F (xi, qiT , Q) =
e
− q2iT

⟨q2
T
⟩

π⟨q2T ⟩
f(xi, Q)

Параметр ⟨q2T ⟩ для распределения глюонов в протоне экспериментально оценивается примерно

в 1 ГэВ2. [9]

Коллинеарные партонныефункции распределения партона восстанавливаются путем устрем-

ления к пределу дополнительных переменных в обобщенных партонных функциях распределе-
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ния.

2.2 Коллинеарная партонная модель и обобщенная партонная модель

Партонная модель была впервые предложена Ричардом Фейнманом в 1969 году. Основной иде-

ей партонной модели является рассмотрение адрона в системе с бесконечным импульсом. При

таком приближенииможно представить пару взаимодействующих адронов в виде облаков невза-

имодействующих партонов. Если время взаимодействия много меньше времени жизни вирту-

ального состояния, то партоны можно рассматривать, как свободные частицы и считать, что от

каждого адрона во взаимодействии участвуют по одному партону. Каждый партон несет до-

лю импульса адрона с некоторой вероятностью, которая описывается партонными функциями

распределения. Считается, что все партоны одного адрона когерентны, то есть, если взаимодей-

ствия не произошло, то сумма когерентных волн партонов снова образуют изначальный адрон,

но если взаимодействие произошло, то изначальный адрон распадается на не когерентные пар-

тоны, которые в последствии адронизуются.

Приближение партонов как свободных частиц порождает дополнительное условие ”началь-

ные партоны находятся на массовой поверхности”. Так как глюоны - частицы безмассовые и

по сравнению с энергией столкновения
√
s = 27 ГэВ можно пренебречь массой легких кварков

u, d, s кварков, тогда условие запишется: q21 = q22 = 0.

Центральной теоремой партонной модели является теорема о факторизации, которая гла-

сит, что сечение взаимодействия адронов можно выразить через сечение взаимодействия пар-

тонов в виде свертки с партонными функциями распределения. Приближение нулевых попереч-

ных импульсов партонов называют коллинеарной факторизацией или коллинеарной партонной

моделью (КПМ). Для КПМ импульсы партонов выражаются через импульсы адронов в виде

qµ1 = x1P
µ
1 , q

µ
2 = x2P

µ
2 , здесь x1, x2 - доля импульса которую ”уносит”партон. [8] Теорема о

факторизации для коллинеарной факторизации записывается как:

σ(A+B → C +D) =
∑

a,b=q,q̄,g

1∫
0

dx1

1∫
0

dx2f(x1, Q)f(x2, Q)σ̂(a+ b→ c+ d), (1)

где суммирование проводится по типам партонов начальных частиц, то есть по кваркам всех

ароматов и глюону, f(xi, Q) - коллинеарные партонные функции распределения, dσ̂ - сечение

партонного процесса, Q - жесткий масштаб.
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Обобщенная партонная модель (ОПМ) является феноменологическим обобщением колли-

неарной партонной модели. Обобщение заключается в том, что начальные партоны могут иметь

малый поперечный импульс qµ1 = x1P
µ
1 + qµ1T , q

µ
2 = x2P

µ
2 + qµ2T , но в таком случае не будет

выполняться условие ”начальные партоны на массовой поверхности”. Поэтому, чтобы удовле-

творить условию, проводят модификацию связи импульсов qµ1 = x1P
µ
1 + y1P

µ
2 + qµ1T , q

µ
2 =

x2P
µ
2 +y2P

µ
1 +qµ2T [9]. Подбирая свободные параметры y1, y2 можно удовлетворить условию, но

тогда возникает перемешивание импульсов, то есть импульс q1 зависит от P2 и q2 от P1, что вно-

сит в теорию дополнительные трудности. Например, теперь, чтобы пучки сталкивались, необ-

ходимо явно учитывать условие q31 > 0, q32 < 0. Теорема о факторизации для ОПМ выражается

в формуле:

σ(A+B → C+D) =
∑

a,b=q,q̄,g

1∫
0

dx1

1∫
0

dx2

∫
d2q1T

∫
d2q2TF (x1, q1T , Q)F (x2, q2T , Q)σ̂(a+b→ c+d)

(2)

2.3 Модель цветовых синглетов

В данной работе рассматривается рождение чармониев, которое происходит, вообще говоря,

непертурбативно. Постулируется, что весь процесс рождения можно разделить на 2 этапа: про-

цесс рождения пары тяжелых кварков cc̄, рассматриваемый как пертурбативный процесс, и

непертурбативную часть, связывание пары cc̄ в некоторое состояние чармония.

Чтобы описать непертурбативную часть вводится ряд предположений. Поскольку рассмат-

риваются только связанные состояния тяжелых c кварков, их скорость в мезоне должна быть

небольшой. Предполагается, что мезон состоит из пары кварк и анти-кварк, которые находятся

в состоянии покоя в системе отсчета, связанной с мезоном (статическое приближение). Также

постулируется, что цвет не изменяется во время перехода пары cc̄ в связанной состояниеH(cc̄).

Так как конечное состояние должно получиться бесцветным, требуется, чтобы пара cc̄ родилась

в синглетном состоянии по цвету. Данное приближение называется ”модель цветовых сингле-

тов”(CSM).
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3 Кинематика рассматриваемых процессов

В системе центра масс взаимодействующих пучков для коллинеарной факторизации можем за-

писать qµ1 , q
µ
2 в виде:

qµ1 =

(
x1

√
s

2
, 0⃗, x1

√
s

2

)
; qµ2 =

(
x2

√
s

2
, 0⃗,−x2

√
s

2

)
(3)

Для ОПМ в системе центра масс взаимодействующих пучков, отыскав y1, y2 из условия q21 =

q22 = 0, также можем записать в явном виде qµ1 , q
µ
2 :

qµ1 =

(
x1

√
s

2
+

q21t
2
√
sx1

, q⃗1T , x1

√
s

2
− q21t

2
√
sx1

)
; qµ2 =

(
x2

√
s

2
+

q22t
2
√
sx2

, q⃗2T ,−x2
√
s

2
+

q22t
2
√
sx2

)
(4)

3.1 Процесс 2 → 1

Процессы 2 → 1 необходимо рассматривать для исследования механизма ассоциативного рож-

дения J/ψ-мезонов и фотонов, выраженного в виде процесса g + g → χc0,2, χc0,2 → J/ψ + γ.

Получим аналитическую формулу полного сечения для процесса 2 → 1.

Следуя теории рассеяния полное сечение партонного процесса запишется, как:

σ̂ =

∫
(2π)4δ(4)(q1 + q2 − q3)

|M̄ |2

J

d3q3
(2π)32q03

,

где J = 4
√

(q1q2)2 −m2
1m

2
2, |M̄ |2 - амплитуда рассеяния, вычисленная с использованием ковариантно-

нормированных волновых функций. Амплитуда рассеяния |M̄ |2 отыскивается с помощью пра-

вил Фейнмана, в частности для реакций с участием тяжелых кваркониев, из-за непертурбатив-

ного характера реакции, в дополнение уточняется механизм адронизации.

Получим мастер-формулу для сечения реакции 2 → 1 в обобщенной партонной модели.

Используем соотношение d3q3/2q03 =
∫
δ(q23 − m2

3)d
4q3 и снимем интегрирование по d4q3 по

определению дельта функции:

σ̂ = 2πδ((q1 + q2)
2 −m2

3)
|M̄ |2

J

Допустим, все начальные партоны одного типа, тогда сечение процесса запишется:

σ(A+B → C) =

1∫
0

dx1

1∫
0

dx2

∫
d2q1T

∫
d2q2TF (x1, q1T , Q)F (x2, q2T , Q)2πδ((q1+q2)

2−m2
3)
|M̄ |2

J
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Выпишем отдельно аргумент дельта-функции N , раскрывая квадрат и учитывая явный вид

q
(0,3)
1 , q

(0,3)
2 :

N = (q1 + q2)
2 −m2

3 = 2q1q2 = 2(q01q
0
2 − q31q

3
2 − q1T q2T cosϕ2)−2

3 =

x1x2s+
q21T q

2
2T

x1x2s
− 2q1T q2T cosϕ2 −m2

3

Возвращаясь к сечению, с помощью оставшейся дельта-функции снимем интеграл по x2:

σ(A+B → C) =

1∫
0

dx1

∫
d2q1T

∫
d2q2TF (x1, q1T , Q)F (x

′
2, q2T , Q)

2π|M̄ |2

J ∂N
∂x2

∣∣
x2=x′2

,

где x′2 - это решение уравнения N(x2) = 0.

Заметим, что J = 4
√

(q1q2)2 −m2
1m

2
2 ≃ 2(q1+q2)

2. Подынтегральное выражение не зависит

от угла ϕ1, по нему можно легко проинтегрировать:

σ(A+B → C) =

1∫
0

dx1

∫
dq1T

∫
dq2T

∫
dϕ2F (x1, q1T , Q)F (x

′
2, q2T , Q)

2π2|M̄ |2

(arg +m2
3)
∂arg
∂x2

∣∣
x2=x′2

q1T q2T

(5)

3.2 Процесс 2 → 2

Кинематика процесса 2 → 2 используется для большого количества механизмов исследуемого

ассоциативного рождения, поэтому мы посчитали необходимым привести кинематическую схе-

му (Рис. 2). Если состояниеH(cc̄) = J/ψ, то нет необходимости описывать дальнейший распад

H(cc̄) → J/ψ +X или H(cc̄) → J/ψ + γ в зависимости от мягкости фотонов.

Кинематика взаимодействия две частицы в две может быть однозначно описана двумя лю-

быми инвариантами из набора Лоренцевских инвариантов, которые были введены в 1958 году

физиком Стенли Мандельштамом. В последствии этот набор назвали переменными Мандель-

штама. 
ŝ = (p1 + p2)

2 = (p3 + p4)
2

t̂ = (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2

û = (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2

(6)

Каждый из инвариантов в наборе представляет собой полную энергию двух соответствую-

щих частиц в системе покоя их центра масс.

12



P1

1

P2

2

4

3CC
_

J/ψ

γ

q
q

q
q

1

2

3 4

Рис. 2: Кинематическая схема процесса 2 → 2 для механизма реакции g + g → H(cc̄) + γ, ко-

торые рассматриваются в данной работе. ЗдесьH(cc̄) - некоторое связанное состояния пары cc̄.

Области 1, 2 обозначенные заштрихованными кругами - это области непертурбативного процес-

са ”извлечения”свободного партона из адрона. Область заштрихованного круга 4 - это область

непертурбативного процесса связывания пары кварка и анти-кварка. Область заштрихованный

круг 3 - это область пертурбативного партонного процесса, учитывающего все фейнмановские

диаграммы в лидирующем порядке теории возмущений.

Учитывая явную запись qµ1 , q
µ
2 и соотношения q0i ± q3i = miT e

±yi , miT =
√
q2iT +m2

i , в кол-

линеарной партонной модели, можно записать кинематические инварианты:

ŝ = x1x2s; t̂ = m2
3 − x1

√
smT e

−y3 ; û = m2
3 − x2

√
smT e

y3 (7)

Аналогичным образом запишем кинематические инварианты в обобщенной партонной мо-

дели: 
ŝ = x1x2S − 2|q1t||q2t|cos(ϕ2) +

q21tq
2
2t

x1x2S
,

t̂ = m2 + 2|q1t||q3t|cos(ϕ3)−
√
Sm3tx1e

−y3 − q21tm3tey3√
Sx1

,

û = m2 + 2|q2t||q3t|cos(ϕ3 − ϕ2)−
√
Sm3tx2e

y3 − q22tm3te−y3√
Sx2

,

(8)

где ϕ2, ϕ3 - углы между q⃗1T , q⃗2T и q⃗1T , q⃗3T соответственно.

Приведем вывод формулы полного сечения. Следуя теории рассеяния полное сечение пар-

тонного процесса запишется, как:

σ̂ =

∫
(2π)4δ(4)(q1 + q2 − q3 − q4)

|M̄ |2

J

d3q3
(2π)32q03

d3q4
(2π)32q04
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Получим аналитическую формулу полного сечения реакции для процесса 2 → 2. Пусть 4-

я частица безмассовая, тогда воспользуемся соотношением d3q4/2q
0
4 =

∫
δ(q24)d

4q4 и снимем

интегрирование по d4q4 по определению дельта функции:

σ̂ =
1

8π2
δ((q1 + q2 − q3)

2)
|M̄ |2

J

d3q3
q03

=
1

8π2
δ((q1 + q2 − q3)

2)
|M̄ |2

J
q3Tdq3Tdϕ3dy3,

где ϕ3 - угол между q3T и q1T , y3 - быстрота, которая определяется формулой y = 1
2
log q0+q3

q0−q3 .

Используя закон сохранения 4-импульса аргумент дельта-функции можно выразить через кине-

матические инварианты Мандельштама и массы частицK(x2) = ŝ+ t̂+ û−
4∑
i=1

m2
i .

Допустим, что начальные партоны все одного типа, так выпишем формулу для сечения про-

цесса и по определению дельта-функции сложного аргумента снимем интегрирование по x2.

Как x′2 обозначим больший корень решения уравнения K(x2) = 0. Также снимем интегрирова-

ние по углу, в КПМ по ϕ3 в ОПМ по ϕ1. Проинтегрировать по углам можно, так как подынте-

гральные выражения не зависят от соответствующих углов:

• В КПМ

σКПМ =

1∫
0

dx1

∫
dq3Tdy3 × f(x1, Q)f(x

′
2, Q)

|M̄ |2q3T
8πŝ ∂K

∂x2

∣∣
x2=x′2

(9)

• В ОПМ

σОПМ =

1∫
0

dx1

∫
dq1Tdq2Tdϕ2dq3Tdϕ3dy3×F (x1, q1T , Q)F (x′2, q2T , Q)

|M̄ |2q1T q2T q3T
8πŝ ∂K

∂x2

∣∣
x2=x′2

(10)

3.3 Численное интегрирование методом Монте-Карло

Для вычисления многомерных интегралов, которые фигурируют в мастер-формулах мы будем

использовать пакет многомерного интегрирования методом Монет-Карло CUBA. [10] Пакет

CUBA предоставляет возможности для вычисления интегралов вида I =
1∫
0

f(x)dnx. Чтобы пре-

образовать мастер-формулы к необходимому виду, необходимо рассчитать якобиан J(x) преоб-

разования многомерного интегрирования I =
∫
f(y)dny =

1∫
0

f(x)J(x)dnx по известным прави-

лам пересчета пределов многомерного интегрирования.

Мы будем использовать процедуру Suave, которую предоставляет пакет CUBA. В осно-

ву этой процедуры лег генератор чисел Соболя и алгоритм глобальное адаптивное разбиение.

Алгоритм глобального адаптивного разбиения носит итеративных характер и улучшает сходи-

мость путем разбиения области интегрирования на подобласти в которых происходит генерация
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новых точек. Чем хуже сходится область, тем на большее число подобластей она будет разбита

в следующей итерации и тем больше точек будет разбросано в область.

Для имитации конечного размера детекторов будем использовать метод усреднения по би-

нам, то есть представим среднее дифференциальное сечение по величине K в некотором бине

в виде:
dσ

dK
=

1

Kmax −Kmin

∫
T (x)θ(K −Kmin)θ(Kmax −K)dK, (11)

гдеKmin, Kmax - границы бина, T (K) - такая функцияK, что
∫
T (K)dK = σ.

4 Результаты

4.1 Асимптотическая сходимость ОПМ к КПМ

Одним из критериев, которыйможет придать нам уверенности в правильности обобщенной пар-

тонной модели является её асимптотическая сходимость к коллинеарной партонной модели.

Модифицированные партонные функции распределения сходятся к коллинеарным партонным

функциям если ⟨q2T ⟩ → 0, как следствие экспонента ”давит”большую часть событий рождение

партонов с поперечным импульсом qT > 0, то есть в асимптотике имеются только партоны с

qT = 0, что соответствует коллинеарной партонной модели. Проверим, что такая асимптотиче-

ская сходимость выполняется для дифференциальных сечений рассчитанных в этих моделях.

Расчетные данные представлены на (Рис. 3). Этот набор графиков демонстрирует, что в пре-

деле ⟨q2T ⟩ → 0 дифференциальное сечение в ОПМ сходится к коллинеарному пределу.

4.2 Распределение событий по pTγ в распадах P-волновых состояний

Мы провели исследование распределения поперечного импульса фотонов, образующихся от

распадов P-волновых состояний. Для этого, вычислялись энергия и модуль 3-импульса J/ψ и

фотона в системе покоя P-волнового состояния. Это можно сделать даже без привлечения тео-

рии поля, так как простой процесс распада в системе покоя можно описать используя только

релятивистскую теорию.

По закону сохранения 4-импульса в системе покоя P-волнового состояния можно записать
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(mP , 0) = (εJ/ψ, q⃗J/ψ) + (εγ, q⃗γ). Отсюда получим систему:

mP = εJ/ψ + εγ

q⃗J/ψ = −q⃗γ
⇒


mP =

√
m2
J/ψ + q⃗2J/ψ + |q⃗γ|

|q⃗J/ψ| = |q⃗γ|
⇒


|q⃗J/ψ| = |q⃗γ| =

m2
P−m

2
J/ψ

2mP

εγ = |q⃗γ|

εJ/ψ =
√
m2
J/ψ + q⃗2J/ψ

Для распада χc0 → J/ψ + γ в системе покоя χc0 энергия и импульс равны εγ = |q⃗J/ψ| =

|q⃗γ| = 0.303 ГэВ, εJ/ψ = 3.112 ГэВ. Для распада χc2 → J/ψ + γ: εγ = |q⃗J/ψ| = |q⃗γ| = 0.43

ГэВ, εJ/ψ = 3.127 ГэВ. Направление оси, вдоль которой летят продукты распада определяется

генератором случайных чисел с последующим пересчетом случайных величин к равномерной

генерации направлений cos θ = 2ξ1 − 1, ϕ = 2πξ2. Здесь ξ1, ξ2 - случайные числа в диапазоне

(0, 1) генерированные алгоритмом вихрь Мерсенна, разработанный в 1997 году японскими учё-

ными Макото Мацумото и Такудзи Нисимура.

Для того, чтобы перейти в систему покоя центра масс начальных пучков нужно сделать об-

ратный Лоренцевский буст из системы покоя P-волнового состояния.ε = γ(ε′ + (q⃗′n⃗)V )

q⃗ = q⃗′ + [(γ − 1)(q⃗′n⃗) + γε′V ]n⃗

,

здесь γ - лоренцевский фактор, n⃗ - единичный вектор направления скорости P-волновой ча-

стицы в системе покоя центра масс пучков, V - скорость P-волновой частицы. Штрихованные

величины относятся к системе покоя P-волнового, не штрихованные к систме покоя центра масс

начальных частиц.

Так как мы исследуем распределение по qTγ , то всё равно останутся кинематические огра-

ничения на yJ/ψ, qTJ/ψ и быстроту yγ .

Плотность распределения f(x) = Nin/N построена на (Рис. 4). Для обоих распадов видно,

что поперечный импульс преимущественно меньше 1.2 ГэВ, следовательно все события будут

срезаны кинематическим условием 2 ГэВ < qTγ < 6 ГэВ и сечение ассоциативного рождения

J/ψ + γ будет пренебрежимо мало.

Можно подвести выводы пункта:

• Механизм реакции g+g → χc0,2, χc0,2 → J/ψ+γ не дает вклада в ассоциативное рождение

J/ψ + γ.
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• За счет малости наболее вероятного qT можно рассматривать распадыинклюзивноH(cc̄) →

J/ψ +X .

4.3 Выделение основного вклада

Есть много механизмов по которым может происходить ассоциативное рождение J/ψ + γ. В

данной работе мы рассматриваем:

• Прямое рождение

g + g → J/ψ + γ

• Рождение через распад вышележащих по энергии состояний

g + g → ψ(2S) + γ, ψ(2S) → J/ψ +X

g + g → χc1 + γ, χc1 → J/ψ +X

• Рождение через распад вышележащих по энергии состояний c фрагментацией глюона в

жесткий фотон (g → γ)

g + g → J/ψ + g(→ γ)

g + g → ψ(2S) + g(→ γ), ψ(2S) → J/ψ +X

g + g → χcj + g(→ γ), χcj → J/ψ +X, j = 0, 1, 2

Матричные элементы этих партонных процессов хорошо известны. Не будем повторять их

вывод, а только выпишем явный вид, с указанием источников в приложении Б.

Так как мы получили результат, что фотоны от распадов мягкие и условились рассматривать

инклюзивный распады P-волновых состояний, то в этом приближении примем:

• Быстрота не меняется, то есть yχcj = yJ/ψ.

• Справедливо приближенное соотношение pTχcj/mχcj = pTJ/ψ/mJ/ψ.

Это позволит нам отказаться от ”реального”моделирования распада P-волнового состояния с по-

следующимобратнымбустом, и расчеты упростятся. Уменьшение сечения от распада P-волнового

состояния легко учитывается умножением на экспериментальную вероятность распада (брен-

чинг). Все необходимые бренчинги выпишем в приложении А.
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Рассчитаем дифференциальное сечение dσ/dqTJ/ψ для всех упомянутых процессов. Резуль-

таты можно увидеть на (Рис. 5).

Прямой численный расчет показывает, что процессы идущие с фрагментацией g → γ оказы-

ваются пренебрежимо малы по сравнению с главным вкладом в лидирующем порядке. Это про-

исходит потому, что фрагментированный фотон уносит только часть импульса глюона. Можно

оценить среднюю долю, которую уносит фотон ⟨z⟩ = 4.95× 10−3. Видно, что фотон в среднем

уносит малую долю импульса глюона, как следствие фотон достаточно мягкий. В дальнейшем

будем учитывать только главный процесс ”прямое рождение”и процессы, дающие около 10%

вклада, идущие через распад χc1 и ψ(2S).

4.4 Предсказания при энергии
√
s = 27 ГэВ

Используя обобщенную партонную модель, модель цветовых синглетов, приближение ”фотоны

от распадов P-волновых состояний мягкие”рассчитаем дифференциальные сечения ассоциатив-

ного рождения J/ψ + γ в лидирующем приближении.

На (Рис. 6, 7) можно видеть результаты расчета сечений по qTJ/ψ, qTγ . Рассчитан также кори-

дор погрешности по жесткому масштабу, вариации масштаба фактором 2 для результирующего

полного сечения. Коридор погрешности по жесткому масштабу иллюстрирует теоретическую

погрешность неопределенности жесткого масштаба.

На (Рис. 8, 9) представлен расчет дифференциальных сечений по быстротам конечных ча-

стиц. Можно заметить, что хотя в основных кинематических ограничениях быстрота ограниче-

на −3 < y < 3, основное число событий сфокусировано в диапазоне −1.5 < y < 1.5.

График дифференциального сечения по инвариантной массе частицM = (qJ/ψ + qγ)
2 пред-

ставлен на (Рис. 10). Заметим, что сечения по инвариантной массе нулевые в области малых

масс. Так происходит за счет кинематического условия на инвариантную массу. Инвариантная

масса должны быть как минимум больше массы J/ψ-мезона.

Запишем более точное условие, раскрыв определение инвариантной массы в системе покоя

центра масс соответствующих частиц:

M = (qJ/ψ + qγ)
2 = (q0J/ψ + q0γ)

2 > (
√
m2
J/ψ + qmin 2

TJ/ψ + qminTγ )2, (12)

где qminTJ/ψ и q
min
Tγ - минимальные границы кинематических ограничений на поперечный импульс.

Также были рассчитаны корреляции |q⃗TJ/ψ+ q⃗γ|,∆y,∆ϕ. Результаты на (Рис. 11, 12, 13). За-
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метим, что корреляции∆y, ∆ϕ в коллинеарной партонной модели представляют собой δ-пики.

Как следствие, можно заметить, что график по∆y представляет собой размазанный пик, с мак-

симумом в нуле, а график по∆ϕ размазанный пик с максимумом в π. Также заметим, что график

дифференциального сечения по |q⃗TJ/ψ + q⃗γ| в нуле сильно уменьшается до некоторого конеч-

ного предела. Так происходит, потому, что большая часть событий ”срезается”общими кинема-

тическими ограничениями, а именно, ограничением на поперечный импульс фотона 2 ГэВ <

qTγ < 6 ГэВ. Вклад при малом полном поперечном импульсе дают события, когда q⃗TJ/ψ ↑↓ q⃗γ и

|q⃗TJ/ψ| ≃ |q⃗γ|

4.5 Вариация параметра ОПМ ⟨q2T ⟩

При появлении новых экспериментальных данных появится возможность уточнить оценку па-

раметра ⟨q2T ⟩. Данную задачу можно описать, как подбор подходящего параметра, для экспе-

риментальных данных. Так как данная работа сосредоточена на теоретических предсказаниях,

оценках будущего эксперимента, целесообразно провести варьирование параметра для получе-

ния коридора вариации. Будем варьировать в пределах ⟨q2T ⟩ ∈ [0.8, 1.2].

Рассчитанные данные представлены графиками (Рис. 14-21). По сечениям видно, что кор-

реляции более чувствительны к вариации параметра ⟨q2T ⟩, чем дифференциальные сечения по

qTJ/ψ, qTγ , yJ/ψ, yγ . Следовательно исследование корреляций может предоставить более точные

данные оценки феноменологического параметра ⟨q2T ⟩.

5 Выводы

В данной работе преимущественно с применением обобщенной партонной модели рассчита-

ны дифференциальные сечения ассоциативного рождения J/ψ + γ по поперечным импульсам

(dσ/dqTJ/ψ, dσ/dqTγ), быстротам (dσ/dyJ/ψ, dσ/dyγ) и инвариантной массе (dσ/dM ), в лидиру-

ющемприближении. Рассчитаны корреляции J/ψ-мезонов ифотонов по быстротам (dσ/d|yJ/ψ−

yγ|), углам (dσ/d|ϕJ/ψ − ϕγ|) и полному поперечному импульсу (dσ/d|q⃗TJ/ψ + q⃗γ|). Для диф-

ференциальных сечений рассчитаны теоретические погрешности, связанные с неопределенно-

стью жесткого масштаба. Также рассчитаны коридоры вариации феноменологического пара-

метра ⟨q2T ⟩, характеризующего распределение поперечных импульсов глюонов в протоне. Кол-

линеарная партонная модель использовалась, для подтверждения сходимости ОПМ к КПМ в
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пределе ⟨q2T ⟩ → 0.
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6 Приложения

6.1 Приложение А. Константы

Массы состояний:

mJ/ψ = 3.0969 ГэВ, mχc0 = 3.4148 ГэВ, mχc1 = 3.5107 ГэВ,

mχc2 = 3.5562 ГэВ, mψ(2S) = 3.6861 ГэВ

Относительные ширины распадов:

Br(J/ψ → e+e−) = 5.94× 10−2, Br(J/ψ → µ+µ−) = 5.93× 10−2,

Br(χc0 → J/ψ +X) = 1.4× 10−2, Br(χc1 → J/ψ +X) = 3.43× 10−1,

Br(χc2 → J/ψ +X) = 1.9× 10−1, Br(ψ(2S) → J/ψ +X) = 6.25× 10−1

Квадрат волновой функции и квадрат производной волновой функции в нуле для различных

состояний H(cc̄):

|R(0)|2 = 2π

9
⟨OJ/ψ⟩, ⟨OJ/ψ⟩ = 1.3 ГэВ3

R′2
j ≡ |R′

χcj
(0)|2 = 6 ∗ 10−3M2

χcj
ГэВ3

6.2 Приложение Б. Матричные элементы

|M̄ |2 = 16πŝ2
dσ̂

dt̂

Из работы Гавай, Голбола и Шридхара (1993) [12]:

dσ̂

dt̂
(g + g → J/ψ + γ) =

16παα2
sM |R(0)|2

27ŝ2

( ŝ2

(t̂−M2)2(û−M2)2
+

ŝ2

(ŝ−M2)2(û−M2)2
+

û2

(t̂−M2)2(ŝ−M2)2

)
Из работы Гастмана, Труста и Ву (1987) [13]:

dσ̂

dt̂
(g + g → J/ψ + g) =

5πα3
s|R(0)|2M
9ŝ2

( ŝ2

(t̂−M2)2(û−M2)2
+

ŝ2

(ŝ−M2)2(û−M2)2
+

û2

(t̂−M2)2(ŝ−M2)2

)
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dσ̂

dt̂
(g + g → χc0 + g) =

2πα3
sR

′2
0

M3ŝ2
1

[(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)]2

[
8M2

( t̂û(t̂4 − t̂2û2 + û4)

(ŝ−M2)2
+

ûŝ(û4 − û2ŝ2 + ŝ4)

(t̂−M2)2
+
ŝt̂(ŝ4 − ŝ2t̂2 + t̂4)

(û−M2)2

)
+ 4M4[M2(ŝt̂+ t̂û+ ûŝ)− 5ŝt̂û] + (ŝt̂+ t̂û+ ûŝ)2×

×
(9M8

ŝt̂û
+

1

(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)
{8M4(ŝ2 + t̂2 + û2)−

16M2ŝt̂û+ [1− 9M2(
1

ŝ
+

1

t̂
+

1

û
)](ŝ4 + t̂4 + û4)}

)]

dσ̂

dt̂
(g+g → χc1+g) =

12πα3
sR

′2
1

M3ŝ2
1

[(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)]2

[
M2

( t̂2û2(t̂2 + û2)

(ŝ−M2)2
+
û2ŝ2(û2 + ŝ2)

(t̂−M2)2
+

ŝ2t̂2(ŝ2 + t̂2)

(û−M2)2

)
+

2(ŝ2t̂2 + t̂2û2 + û2ŝ2)(ŝ2t̂2 + t̂2û2 + û2ŝ2 +M2ŝt̂û)

(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)

]

dσ̂

dt̂
(g + g → χc2 + g) =

4πα3
sR

′2
2

M3ŝ2
1

[(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)]2

[
M2

( t̂2û2(t̂2 + 4t̂û+ û2)

(ŝ−M2)2
+

û2ŝ2(û2 + 4ûŝ+ ŝ2)

(t̂−M2)2
+
ŝ2t̂2(ŝ2 + 4ŝt̂+ t̂2)

(û−M2)2

)
+12M2[3(ŝ3t̂+ t̂3û+û3ŝ+ ŝt̂3+ t̂û3+ûŝ3)+4M2ŝt̂û]+

2(ŝt̂+ t̂û+ ûŝ−M4)(ŝt̂+ t̂û+ ûŝ)2

(ŝ−M2)(t̂−M2)(û−M2)
[ŝt̂+ t̂û+ûŝ−24M4−6M2(ŝt̂+ t̂û+ûŝ−M4)(

1

ŝ
+
1

t̂
+
1

û
)]
]

Сечения процессов g + g → ψ(2S) + γ, ψ(2S) → J/ψ +X и g + g → χc1 + γ, χc1 → J/ψ +

X получены из соответствующих процессов с глюоном вместо фотона пересчетом цветового

множителя. Имеет место формула:

dσ̂

dt̂
(g + g → {χc1, ψ(2S)}+ γ) =

6

7

α

αs

dσ̂

dt̂
(g + g → {χc1, ψ(2S)}+ g)
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6.3 Приложение В. Рисунки, результаты расчетов

1. 2. 3. 4.
qT( J/ψ),GeV

1.×10-1

1.×10-4

1.×10-7

1.×10-10

1.×10-13

dσ

dqT ( J/ψ)
,

nb

GeV

cpm

gpm, <qT
2
>=1

gpm, <qT
2
>=0.5

gpm, <qT
2
>=0.2

gpm, <qT
2
>=0.01

gpm, <qT
2
>=0.005

Рис. 3: Асимптотическая сходимость дифференциального сечения по qTJ/ψ в пределе ⟨q2T ⟩ → 0.

Расчет произведен при энергии коллайдераNICA,
√
s = 27 ГэВ. С основными кинематическими

ограничениями.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
qTγ

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

f(x)=Nin/N

В распаде χc0

В распаде χc2

Рис. 4: Плотность распределения поперечного импульса фотона. Данная функция определяется

как f(x) = Nin/N , то есть, как отношение количества событий попавший в бин к полному

количеству событий. Синий - в распадеχc0, желтый - в распадеχc2. Распределения нормированы

на единицу.

1. 2. 3. 4. 5.
qT( J/ψ),GeV

1.×10-2

1.×10-3

1.×10-4

1.×10-5

1.×10-6

1.×10-7

1.×10-8

1.×10-9

dσ

dqT ( J/ψ)
,

nb

GeV

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

χc0+g,χc0→ J/ψ+X,g=>γ

χc1+g,χc1→ J/ψ+X,g=>γ

χc2+g,χc2→ J/ψ+X,g=>γ

J/ψ+g,g=>γ

ψ(2S)+g,ψ(2S)→ J/ψ+X,g=>γ

Рис. 5: Дифференциальное сечение по поперечному импульсу J/ψ-мезона qTJ/ψ для различных

механизмов протекания процесса рождения J/ψ + γ.
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1. 2. 3.
qT( J/ψ),GeV

1.×10-2

1.×10-3

dσ

dqT ( J/ψ)
,

nb

GeV

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 6: Дифференциальное сечение по поперечному импульсу J/ψ-мезона qTJ/ψ.

3. 4. 5.
qT(γ),GeV

1.×10-1

1.×10-2

1.×10-3

1.×10-4

dσ

dqT (γ)
,

nb

GeV

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 7: Дифференциальное сечение по поперечному импульсу фотона qTγ .
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-1.5 -1. -0.5 0.5 1. 1.5
y( J/ψ)

1.×10-2

1.×10-3

1.×10-4

dσ

dy ( J/ψ)
,nb

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 8: Дифференциальное сечение по быстроте J/ψ-мезона yJ/ψ.

-1.5 -1. -0.5 0.5 1. 1.5
y(γ)

1.×10-2

1.×10-3

dσ

dy (γ)
,nb

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 9: Дифференциальное сечение по быстроте фотона yγ .
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5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13.
M,GeV

1.×10-2

1.×10-3

1.×10-4

1.×10-5

1.×10-6

dσ

dM
,

nb

GeV

cpm, J/ψ+γ

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 10: Дифференциальное сечение по инвариантной массеM .

0.2 0.4 0.6 0.8 1.
Δ y

1.×10-2

1.×10-3

dσ

dΔ y
,nb

J/ψ+γ
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Рис. 11: Корреляция по разности быстрот ∆y = |yJ/ψ − yγ|. Представлены основные вклады и

их сумма.

28



π
3π

5

7π

10

4π

5

9π

10

Δ ϕ

1.×10-1

1.×10-2

1.×10-3

dσ

dΔ ϕ
,nb

J/ψ+γ

ψ(2S)+γ,ψ(2S)→ J/ψ+X

χc1+γ,χc1→ J/ψ+X

Total

Total, μ∈(0.5,2)

Рис. 12: Корреляция по разности азимутальных углов∆ϕ = |ϕJ/ψ−ϕγ|. Представлены основные

вклады и их сумма.
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Рис. 13: Корреляция по полному поперечному импульсу частиц |q⃗TJ/ψ + q⃗γ|. Представлены ос-

новные вклады и их сумма.
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Рис. 14: Дифференциальное сечение по поперечному импульсу J/ψ-мезона qTJ/ψ с вариацией

по параметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 15: Дифференциальное сечение по поперечному импульсу фотона qTγ с вариацией по па-

раметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 16: Дифференциальное сечений по быстроте J/ψ-мезона yJ/ψ с вариацией по параметру

⟨q2T ⟩.
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Рис. 17: Дифференциальное сечений по быстроте фотона yγ с вариацией по параметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 18: Дифференциальное сечение по инвариантной массе с вариацией по параметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 19: Корреляция по полному поперечному импульсу частиц |q⃗TJ/ψ + q⃗γ| с вариацией по

параметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 20: Корреляция по разности азимутальных углов ∆ϕ с вариацией по параметру ⟨q2T ⟩.
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Рис. 21: Корреляция по разности быстрот ∆y с вариацией по параметру ⟨q2T ⟩.
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